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B:i den Untersuchungen über die Bewegung eines materiellen 
Punktes oder eines Systems von solchen Punkten, auf die äussere 
Kräfte wirken und die ausserdem vorgeschriebene Bedingungs- 
gleichungen zu erfüllen haben, werden diese meistenteils durch 
Gleichungen zwischen x, y, z, t allein gegeben, durch deren Variation 
die Bedingungen für die virtuellen Verschiebungen gewonnen werden. 
Tatsächlich sind also nur die Bedingungen des Verschwindens jener 
Variationen für die Behandlung statischer und dynamischer Probleme 
wichtig. Damit ist aber einerseits der Gedanke nahegelegt, Fesse- 
lungen durch Zusammenhänge allgemeiner Art zwischen den dx, dy, dz 
darzustellen, andrerseits ist ebenso die Berechtigung einer derartigen 
Erweiterung gegeben. Das Verdienst nun, solche Relationen bez. 
Differentialgleichungen von der Form (adx + bdy—+cdz) +ddt=(, 
wo die Koeffizienten a, b, c, d ausser Konstanten auch Funktionen 
der x, y, zZ, t sein können, im Zusammenhange mit den Prinzipien 
der Mechanik eingeführt zu haben, gebührt Voss, der in den Math. 
Annalen dieser Problemstellung näher getreten ist und auch dort 
die allgemeine Theorie zu deren Lösung entwickelt hat. 

Im Anschlusse an die unten*) zitierte Abhandlung sollen in 
den folgenden Ausführungen neben Untersuchungen genereller Natur 
Beispiele für die Bewegung eines Punktes formuliert und diskutiert 
werden, der totalen linearen Differentialgleichuigen, also Verbin- 
dungen von der Form 

Pdx+Qdy + Ra +ISd=0, 
zu genügen hat. Ausserdem sollen in der Hauptsache solche Be- 
ziehungen gewählt werden, die sich nicht durch ein einziges allge- 
meines Integral ausdrücken lassen. Was die Anzahl der Bedingungen 
betrifft, so können deren wie bei expliziten Gleichungen höchstens 
zwei gegeben sein. 

Um beurteilen zu können, ob eine Differentialrelation integrabel 
ist oder nicht, mag die notwendige und hinreichende Integrabilitäts- 
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bedingung für die Gleichung Pdx + Qdy—+ Rdz + Sdt = 0 auf- 

gestellt werden. Soll diese Gleichung das vollständige Integral 

f (x, y, z, t) = e besitzen, so müssen die P, Q, R, S proportional den 
of of of of 


partiellen Differentialquotienten or sein; man kann dem- 


nach setzen: 
Nazi; ee 3), uR Se 
Aus den drei ersten Gleichungen erhält man nach bekanntem 
Verfahren | 


es 


0 OR DRYSSS0E oP  2Q 
ee 

Bildet man die möglichen Kombinationen von den vier Elementen 
P,Q, R, S zur dritten Klasse, so bekommt man 0,?—=4, Die Zahl 
der Bedingungsgleichungen ıst somit vier, die sich durch zyklische 
Vertauschungen leicht gewinnen lassen. 


Die fehlenden lauten: 
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Die Gleichungen sind aber nicht unabhängig voneinander. 
Führt man nämlich mit II, III, IV die angedeuteten Multiplikationen 
aus und addiert die Produkte, so ergibt sich die in I angeführte 
Bedingung. 

Bei der Aufstellung der Bedingungen dafür, dass zwei von- 
einander unabhängige Differentialgleichungen Pıdx + Wıdy + Rıdz 
+ Sıdt=0 und Pedx + Qdy—+ Red + %dt—= 0 durch zwei 
endliche Gleichungen zwischen x, y, z, t ausgedrückt werden können, 
sollen die Entwickelungen von Voss zugrunde gelegt werden. 

Danach bestehen folgende Beziehungen: 

G 


APı + PR = 2» /ı Qı + 3a Qe an 
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Durch Elimination der A erhält man zwei lineare partielle 
Differentialgleichungen für 9. In der abgekürzten Bezeichnungs- 
weise von Voss lauten dieselben: 


Ö / 0) 
Be Ba Pe 
f Ö 
A (p)=|INı % = nnd Arm | ie 5 —(. 
Op Op 
R, Re 07 Sı Sp St 


Entwickelt geben dieselben, nachdem noch mit der nicht ver- 
schwindenden Determinante (Pı @ — Pz Qı) dividiert ist: 


\ 0) „op N) %) h) 
A, (P) = 5 ua tr I ars (y) _— en 


O4 Ken f . | 
"149° = — (0), wobei die a Quotienten zweier Determinanten zweiten 


Grades sind. 

Für jede gemeinsame Lösung zieht das Bestehen von A; (p) = 0 
und As (p) = 0 auch die Existenz von 

Ö 
Aı (A 9) — A [A (| al, [A (a9?) oe A, (3) = 
3 Ö 

—- [A (a2°) — Aa (a2) d% 

nach sich. Verschwinden nun in dieser Gleichung die Koeffizienten 
Ip Op 

von SZ dy 
dingung dafür, dass das System der partiellen Differentialgleichungen 
ein vollständiges ist. Nachdem aber jedes vollständige System von 
m Gleichungen mit m + n unabhängigen Variabeln n verschiedene 
Integrale besitzt, so existieren im Falle des Verschwindens jener 
Koeffizienten zwei verschiedene Lösungen yı und gs und die beiden 
Differentialrelationen haben zwei verschiedene Integrale. 


und —, so hat man die notwendige und hinreichende Be- 


Geometrische Interpretation der Differentialgleichung 
und Aufstellung der Bewegungsgleichungen. 


Der Spezialfall, in dem P, Q, R Funktionen von x, y, z sind 
und S = 0 ist, wurde von Voss geometrisch interpretiert.*) Durch 
die Gleichung Pdx + Qdy + Rdz=0 wird jedem Punkt x, y, zZ 
des Raumes ein Strahlenbüschel von Fortschreitungsrichtungen zu- 
geordnet, das senkrecht steht auf der Richtung P:Q:R oder mit 
anderen Worten: vorstehende Gleichung weist jedem Punkte eine 
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Ebene X — x) P+(Y-y)Q + (Z—z) R=0O zu. Auf diese 
Weise erhält man ein von Voss als „Punktebenen-System“ bezeich- 
netes geometrisches Gebilde Sind die P, Q, R Funktionen von 
x, y, 2, t, so bleibt wohl die Beziehung bestehen, das Punktebenen- 
System ist aber jetzt mit der Zeit veränderlich. Welches ist nun 
der geometrische Inhalt der allgemeinsten Form 
Pdx+ Qdy+ Rd + Sdtt—0? 

Hierdurch wird jedem Punkt ein Strahlenbündel zugeordnet, 
dessen Elemente während der unendlich kleinen Zeit dt mit der 
Richtung P, ©, R den Winkel — Sdt bilden, falls der Einfachheit 


halber PP? + Q?—+ R?= 1 vorausgesetzt wird. Bezeichnen = an 3 
ds’ ds’ ds 
die Richtungskosinusse der Bahn des bewegten Punktes, so wird durch 
1 1 dz 
Bo 07 + Ra ad — () ausgedrückt, dass P, Q, R und die 
ds ds ds ds 
Bahntangente den Winkel — 2 einschliessen. Diese Deutung ist 
U 
jedoch nur zulässig, solange - | = 1. ist. 
V 


Mit Hilfe der vorhergehenden Betrachtungen lassen sich nun 
sehr einfach die Bewegungsgleichungen ableiten. 

a) Eine Bedingungsgleichung: 

1) Pax + Qdy+ Rdz = 0. 

Die P,Q, R seien Funktionen von x, y, z allein. Da die Ver- 
schiebungen in dem zugeordneten Flächenelement vor sich zu gehen 
haben, so können von diesem aus nur normale Reaktionen auf den 
Punkt ausgeübt werden, falls von Reibungswiderständen abgesehen 
wird. Bezeichnet A den Gesamtdruck, demnach AP, AQ, AR die 
durch die Bedingung affızierten Kraftkomponenten, X, Y, Z die 
expliziten Seitenkräfte, so ergibt das d’Alembert’sche Prinzip: 

d’x See y A d27 \ 
N mg — ZrAR 
Enthalten die P, Q, R ausser den Koordinaten auch noch 

explizite die Zeit, so bleiben die durch die Bedingung indizierten 
Komponenten immer noch AP, AQ, AR und damit auch die Be- 
wegungsgleichungen. 

2) Pax + Qdy—+ Rdz + Sdt =. 

Die Gleichung, welcher in diesem Falle die virtuellen Ver- 
rückungen zu genügen haben, lautet: 

Pöox + Qöy-+- Rd + Sdt = 0, 
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Da bei der Anwendung des d’Alembert’schen Prinzipes die Zeit 
nicht variiert werden darf, so bekommt man dt —= O0 und als dyna- 
mische Gleichungen die vorhergehenden, wobei jedoch zu beachten 
ist, dass A nicht die ganze Normalreaktion darstellt. 

b) Zwei Bedingungsgleichungen: 

Pıdx + Qıdy—+Rıdz + Sıdt—=0, Pedx-+ Qedy + Radz 
di —". 

Ist eine Reduktion der beiden Ausdrücke auf zwei endliche 
Gleichungen Yı = cı und ga —= Ca möglich, dann ist es nicht nötig 
die Integrationen wirklich auszuführen, sondern man kann statt 


ARERN: d dpa 1; ' 
ja >= X+v, z ir 0, o gleich X -+ Ar’ Pı + Aa’ P3 setzen. Die 


Faktoren 4 werden nach dem gewöhnlichen Verfahren durch 
Differentiation bestimmt. 


Bewegungskurven. 


Ehe an die Behandlung bestimmt formulierter Probleme ge- 
gangen wird, sollen einige Bestimmungsstücke der Bewegungskurven 
durch P, Q, R und deren Differentiale ausgedrückt werden, weil 
sich daraus ein Rückschluss auf die Beschaffenheit der Bedingungen 
gewinnen lässt, welche spezielle Bewegungen veranlassen. Hiebei 
möge im Interesse einer vereinfachten Rechnungsweise vorausgesetzt 
werden, dass der bewegliche Punkt die Masseneinheit besitzt und 
dass keine expliziten Kräfte vorhanden sind. 

a) Schmiegungsebene der Bahn. 

Die Form derselben ist: 
X—x Y—y 2-2 


dx dy dz 
ds ds del 0. 
d?x d?y d’z 
ds? ds? ds? 

Aus a2 = Rn I folgt zunächst durch Differentiation: 

ds dt dt 
ds .d’x dt dx dis dt 1 dv dx 
dx dt’dt?’ds dt "dt? "ds u dtadt denne 
ds ds\? Zn v2 en KR '); 
la 
deyr0°z 


analoge Ausdrücke ergeben sich für de?’ ds8 


Ru 


Setzt man dies in vorstehende Determinantengleichung ein 
und nimmt einige elementare Vereinfachungen vor, so erscheint sie 


ın der Gestalt: 
X—x Y—y 2-2 


dx dy dz 0 
dt dt dt 
P Q R 


Da die Binormale auf der Schmiegungsebene senkrecht steht, 


so sind die Richtungskosinusse derselben &=o (r a 2). 


N ePE Rz), ee) (Fr -- Pr) Aus der Relation EP 


+ rQ + [R=0 fliesst, dass die Schmiegungsebene die Richtung 
P:Q:R enthält, ein Resultat, das sich übrigens aus der Gleichung 
für die Schmiegungsebene ablesen lässt. 


b) Erste Krümmung 2 
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Dieselbe Tr ausgedrückt durch: 


Va 


der ade d27 
Da er ZUR, des AN, ae AR ist, so ergibt sich nach 
Multiplikation mit = bez AL die Relation u8 = — A während 
dir dt dt v 


aus einer ee in a) folgt: 
»p2 _97P 1 dv dx za & 5) (a) 
V 


=) = v dt dt dt dt 
ACH ae v4 
Mithin ist: 

1 A 

Pr = a yer ++ R)— 


& l 
c) Zweite Krümmung —. 
)2 


Die Torsion genügt der Gleichung: 


1 dcoss\? dcosn\? dcos£\? 
ER 4 > 
fe V( tee 


wobei $, n, £ die Richtungswinkel der Binormalen sind. 


Eine etwas längere, aber einfache Rechnung ergibt schliesslich 
als bequeme Form zur Anwendung: 


x 
1 dx d’x d’x 
But B) „ „ 22 En ER ie 2, 
02 us y a ds’ ds?’ 5 ds? 
URL Yu iR 
» | er f dx 1 dx dx 
Mit Benützung der früheren Beziehungen RE re een 
d’x dx 'd?s 
dt? ds dt? h 
s gewinnt man: 
v 
d’x dv dx dx d3s 
d’x ale g dt ds? ds dt? 
ESS IE v® 
Analoge Ausdrücke ergeben sıch für ds3 und 4 
5 5 ds? ds3' 


Setzt man diese Resultate in die Determinante für er ein, 
02 


nimmt einige Reduktionen und Substitutionen vor, so erhält man 
als einfachste Form: 


dx dy dz 
de dt dt 
eat a Be Or 
RT 2 + R2 2 _ 32 
S Sr ar dp dOl War 
det dt 


Die vorausgehenden Ergebnisse sollen nunmehr zur Aufstellung 
von Bedingungsgleichungen benützt werden, welche eine geradlinige 
bezw. ebene Bewegung bestimmen. 

1 4 V(bP?+ Q+ R2) v? —S 
01 v? 

Bewegung geradlinig. Dies trifft z. B. zu, wenn A konstant den Wert 

Nullhat. Aus der Bedingungsgleichung Pdx+ Qdy+ Rd + Sdt=0 

folgt durch Differentiation und Substitution: 


2 
beständig Null, so ist die 


dxdP  dydQ , dzdR daS 
ER TR CT 
VE PP +Q+R Re 
an dB, dyaQ  dedk, ds, 
edt. dt dt dt dt dt dt ? 


Diese Relation ist z. B. erfüllt für: 
Diebe 2const, OR rconstieh — const.ı.S — coust- 
In diesem Falle kann die Differentialgleichung ohne weiteres 
integriert werden. 


ß) ydax — xdy—ad + bdt = 0. 


ee 


Legt man dem b den speziellen Wert O bei, so bekommt man: 
xdy  ydıx—- kda=0. 
Das ist aber nichts anderes als die Gleichung des gewöhnlichen 
linearen Komplexes im Nullsystem mit dem Parameter k. Obige 
Bedingung drückt demnach aus, dass die Bewegung im linearen 
Komplex ohne äussere Kräfte geradlinig ist; es werden eben hier 
die Komplexgeraden beschrieben. 
(z—y) dx + (x—z) dy + (y—x)da + adt—(. 

In den bisher angeführten Beispielen ist die Bewegung nicht bloss 

geradlinig, sondern auch gleichförmig. Letzteres ergibt sich unmittel- 
2x 

bar aus den Bewegungsgleichungen = He) I - = A 
d?z 
die Ah il): 

a ist ausserdem konstant Null, wenn (+ +-R)v”—=S? . 

01 | 
identisch erfüllt ist. Aus der Bedingungsgleichung ergibt sich: 

g2 -PE+02 una) ee Past]; 

ds ds ds 

vorhergehende Relation wird hiedurch in nachstehende transformiert: 


(PP+Q+R%)v=v (p nn nn Ro) 


Geometrisch gedeutet heisst dies, dass die Richtung der Bahn 

im Punkte x, y, z mit der Richtung P:Q:R zusammenfallen muss. 
Somit gelten für x, y, z die Beziehungen: 

dx 


sn Ay 2 AN 
gzub ge gs uR 
und für x+ dx, y-+-dy, a 
d d? de 
Hut dan, ar te 


d?’x d2y d?z 
oder de u). BE (u), zz d(uR). 


2 2 2 
Ans = V (a (B)) 3 (a 0) Le (a («R)) one 
1 b 
dann d(uP)= 0, d(uQ) = 0, d(uR)— 0, 
Gleichungen, welche durch P=a, Q=b, R=c befriedigt werden. 


Differentialausdrücke von der Form adx + bdy + edz + 
p(X, m, z,t)dt = O0 geben demnach auch geradlinige Bewegungen, die 


BEER 


1 dp. 
22 +b?+c? dt 
1 dp 
a°.b° e* de 
Beispiel: Ein Punkt bewege sich so, dass die Summe der 


aber nicht mehr gleichförmig sind. Da A —= 


so ist die Beschleunigung selbst — 


Geschwindigkeitskomponenten proportional r bleibe. 
Die Bedingungsgleichung lautet in diesem Falle 
de +dy+da— fd 0. 
Die Integrabilitätsbedingungen sind nicht erfüllt. Aus der Zwangs- 
x d?y 29) 427 


Et Zieh 
relation und aus iS A, ARE re fliesst v — en 3 


Ist Er 0, so erhält man zunächst diejenigen Punkte, in welchen 
02 
die Bahn eine Wendeberührebene hat. Hat aber > konstant den 
02 
Wert Null, so ist die vom Punkt beschriebene Kurve eben. Dies 
trifft zu, wenn: 
dx dy dz 
dt dewadt 
B Q 1 
dP dQ AR 
dt di serdt 


ist, eine Forderung, welche erfüllt ist fürP—=Q=R In diesem 
Falle ist aber auch = —0(, d.h. die Bewegung ist geradlinig. Die 
01 


Differentialgleichung wird aber auch befriedigt durch P = ux, Q == uy, 
R == uz, wie sich leicht durch Substitution und Reduktion der vor- 
stehenden Determinante verifizieren lässt. Demnach liefern Be- 
dingungen von der Form: 
xdx+ydy+zd+g9x,yztd—=0 
ebene Bewegungskurven. Die dynamischen Gleichungen lauten: 
d?x ae n d?z 
dies Se dla 2 de 
Da hier die Flächensätze gelten, so hat man eine nachträgliche 
Bestätigung dafür, dass die Bewegung in einer Ebene vor sich geht. 
Beispiel: xdx + ydy+zd + xd=0. 
Die Flächensätze liefern ausser drei ersten Integralen noch 
als Folge derselben 1x -+ &y + cs2z=0, d.h. der Punkt bewegt 


N WA 


Sr a 


sich in einer Ebene, welche durch den Koordinatenanfangspunkt geht. 
Um einen besseren Einblick in die Beschaffenheit der Punktbahn zu. 
gewinnen, sollen Polarkoordinaten eingeführt werden. Am zweck- 
mässigsten folgt man hiebei dem Beispiele Liebmanns.*) Danach 
bezeichnet / den konstanten Winkel der Bewegungsebene mit der 
xy-Ebene, @ den Winkel in der festen Ebene, welchen der Radius- 
vektor mit der Linie der stärksten Neigung zur xy-Ebene bildet. 
Die Transformationsformeln lauten dann: 
x — o0C08p cosıy, y— oSINYp, Z= 0C0SY sing. 
Daraus folgt: | 
dx —= cosıy (cosp de — esinpdy), dy==sinpdo—+ ocosy dy, 
dz = sin v (cosp do — esing dy), 
während die Bedingungsgleichung übergeht in 
do + cosp cosw dt =(0. (I). 
Nachdem für unsere Ebene die Flächensätze gelten, so erhält 
man als weitere Beziehung zwischen go und g: 


0? = — konstant —=.a, (ID. 


2 
Aus II folgt 2 dp=dt. Substituiert man dies in I, so erscheint 


a 
| de ___ cospeosy | 
0? Al Pe | 
Durch Integration gewinnt man — Ir nt 2 
Ist in der Anfangslage 9 = o,, So ergibt sich für y der Wert 
— nn somit a — bsing + n oo == oder 
W) % 00 2 
0 90 


 1+bgosiup 

Über die Art der erhaltenen Kurve wird zweckmässiger in den 
späteren Ausführungen geschrieben werden. 

Von den ebenen Bewegungen bieten ein besonderes Interesse 
die Zentralbewegungen. Bei diesen wird bekanntlich von einem 
Punkte, dem Zentrum, auf einen beweglichen materiellen Punkt eine 
Kraft ausgeübt, welche der Masse des Punktes proportional ist und 
die anziehend oder abstossend in der Richtung des Radiusvektors 
wirkt und schliesslich nur eine Funktion der Entfernung desselben 
ist. Daraus ergibt sich, dass die Beschleunigung unabhängig von 
der Masse des Punktes und selbst eine Funktion von r ist. 
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Auf welche Form lässt sich nun die Funktion p bringen, wenn 
die Beschleunigung eines Punktes, welcher sich der Bedingung 
xdx + ydy+ zdz—+ dt —= 0 gemäss zu bewegen hat, eine Funktion 
von x? + y”+-2’=r1r? wird? 

Die Bewegungsgleichungen sind: 


d’x d’y d’z 
Are: = IX, oe 


Die Beschleunigung it AV® + + 2=4r=f(r). 
Differentiert man I) xdxx + ydy—+ zd2 + gpdt=(, so er- 
hält man nach einigen Substitutionen U) A + v? + e — (0), wobei 
dx\2 dy\? dz\? 
le 


N RR ist. 
%) v” gesetzt ıst 
Die Flächensätze liefern folgende Gleichungen: 


dz are 
Ft Aare 
d l 
MN) ar —ı. = 
dy dx 


x-=2 — TV — (5 
dt at i 


Aus I? —+ II? fliesst IV) r?v? — p? = cı’ + 09? + c3?—= B? oder 
Ve te zer 
r? 


Trägt man diesen Wert und für Ar f(r) in Il ein, so entsteht 
Gleichung 


RER ae + — 0. 


rdr 


I) liefert dt = — ——. Die Verbindung dieses Wertes mit V) gıbt 
2 
nach einigen Umformungen: 
: df a u 


Zur Integration dieser nn setze man p = ru, woraus 


ME u+r n folgt. Gleichung VI) geht dadurch über in 


dr 
2 
VO) udu=f(r)dr+ = dr. 


Das Integral hievon ist: 


RAR 


B? 
w—2[f)dr — + Bas 


somit p = vVerfı ()dr+b’r? — B—vy (r). 


Und umgekehrt: Lässt sich 9 als Funktion von r in der vor- 
stehenden Weise darstellen, so ist die Behandlung der Aufgabe auf 
die Ermittelung einer Zentralbewegung zurückgeführt, wobei der 
bewegliche Punkt von dem festen Nullpunkte nach einem bestimmten 
Gesetze angezogen oder abgestossen wird. 


Bei dieser Gelegenheit soll auf ein Problem hingewiesen werden, 
das zuerst von Voss gestellt und allgemein gelöst und später von 
Liebmann einer eingehenden Diskussion unterzogen worden ist. Es 
handelt sich um das Thema:*) „Es soll die Bewegung zweier 
materieller Punkte untersucht werden, welche der nicht holonomen 
Bedingung unterworfen sind, dass der eine Punkt sich immer senk- 
recht gegen die Verbindungslinie mit dem andern Punkt bewegen 
soll.‘ Die diesbezügliche Gleichung lautet: 


0—= (X — xXı) dX2e + (ya — Yı) dya + (Z2 — 271) dZe —0. 


Führt man relative Koordinaten ein, so nimmt die Bedingung 
folgende Gestalt an: 
+ + HaS+bn +eieO, 
wobei = nn und a, b, ce die Geschwindigkeiten für xı. yı, Zı in den 


Achsen sind. Es dürfte nun die vollständige rechnerische Durch- 


führung dieses Beispieles nicht überflüssig sein, weil Liebmann in‘ 


seinen Untersuchungen eine Gleichung als Ellipsengleichung bezeichnet 
hat, die nicht allgemein als solche angesprochen werden darf, 
während bei Voss, abgesehen von einer Unrichtigkeit in dem Aus- 
druck für das Prinzip der lebendigen Kraft, die Endresultate nur 
angedeutet sind. Dass eine Zentralbewegung vorliegt, ist in beiden 
Abhandlungen ermittelt, jedoch in keiner die Kraft, nach welcher 
die Anziehung erfolgt. Die nächsten Ausführungen lehnen sich eng 
an die Arbeit von Voss**) an. Darnach erhält man dynamische 
Gleichungen von der Form 


d?E RZ 2 ” sr ; 
D) en en a 


*) Math. Annalen, Bd. 25, und Zeitschrift für Mathematik und 
Physik, Bd. 44. 
**) Math. Annalen, Bd. 25. 
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und eine Bedingungsgleichung: 
IE rennen Heel: 
Das Prinzip der Flächen ergibt aus I: 


IN a er 


sowie 1s$ tan -+- col=0. 
Um 4 zu bestimmen differentiere man II und setze für 8”, 7”, &” 
die äquivalenten Werte aus I ein: 
NH HOHER HD Habe =0. 
Aus dem Satz von der lebendigen Kraft fliesst: 
WEHT HLHLAE HN He) Has bet ch 
ons il, Ä 
Führt man nach Voss folgende Abkürzungen ein: 
be —A,, Gi? + a + cs? BP, 
as be tlg —=t, as bn +eim=g, 
so liefert II? + III? die kombinierte Relation: 
N) HH EHI =B Hg 
Subtrahiert man Gleichung IV von V, so erscheint: 
VI) af+-bY+cl I? = - 2. (en +L). 
Aus dem System: tn +Ll=—g, 
En =c5, 


5 
2» 


N) 


N 
®) 
IC) 


S 
folgen für 5’, 7’, © die Werte: 
PS LE 


H, er. 
En = ; mithin ist 
Rah i. 
DE een, 
analog 7 = —- pn +65 — al 
077 er N 28 
De Berlin .cah. 


Bildet man daraus r? (a5’ + b»‘ + c{'), so erhält man 
VII) r?(a’ +b7 +el)= — p’—+(atz — bci) + (ccı —&cs) 
n + (bes — cce) & 


c N e 
= Y = 

=—g’+|a b eo Re Ta ai # 
Ci1 C2 Cz 


Ta p ) 
Dazaber 272 = Ip PAn so | 
0 0 B: 
r? (A2 B? — 02) — p? B? ist, 


so ist 


— + Vr2(a:B? — 02) — g?B? 


r2 


IX) ad +b” +cl = 
Substituiert man dies in V, so entsteht die Gleichung 


5) 
X) a a a re Va geh), 


r2 


während aus VI) 

r?h? — r? A? +29 — 22V? (RB 0) — GP R—B’+ g 
abgeleitet werden kann. Durch eine ganz elementare Rechnung nun 
lässt sich 9 als Funktion von r bestimmen und zwar ist 


gr (A? — h?) + 2r VYh?Be— 0 — Be 


-VrpP+ 2rqy —BP=aö5+bn+.c/i; 
| dr 


Vr2zp® + 2rg — B: dt 


folglich a’ +- by + cl = 


Da &’+nY + ll —=r n ist, so kann die Bedingungsgleichung 
in der Form r = — — p geschrieben werden. a5’ + br’ + cl ist 


Setzt man dies in VII ein, so erscheint 


2 
dann — a 


q 
= 


ir = 


Somit ist der Nachweis geführt, dass die durch die Bedingung 
affızierte Kraft eine Funktion des Radius und die zu ermittelnde 
Bewegung äquivalent mit einer Zentralbewegung ist und zwar er- 
folgt diese so, als würde der Punkt xa, ya, Zg von Xxı, Yı, Zı nach dem 
Newton’schen Gesetze angezogen. Liebmann hat dieselbe genauer 
untersucht und zu diesem Zwecke die früher erwähnten Polar- 
koordinaten eingeführt. Unter Voraussetzung einer speziellen Be-. 
wegung des Punktes xı, yı, 7ı, nämlich xı =0, yı =, 7ı = ct, ge- 
wann er durch Anwendung der Flächensätze und Umformung der 
Bedingung als Endgleichung für die Punktbahn: 


wa % ) 
0n€ . . 
1+ 5 sing sin 


4 


Hieran knüpft Liebmann die Bemerkung: „Durch Integration 
ergibt sich die Polargleichung der Ellipse, bezogen auf A als 
Brennpunkt.“ 


Be 1 


Der dort ausgesprochene Satz bedarf indes einer kleinen Ein- 
schränkung. Aus vorstehender Gleichung nämlich lässt sich ablesen, 
dass die Grösse der numerischen Exzentrizität von ce d.h. von der 
Geschwindigkeit des Punktes xı, yı, zı abhängt, die Gestalt des Kegel- 
schnittes somit dadurch bestimmt wird. Bei dieser Gelegenheit sei 
übrigens auch bemerkt, dass unsere durch die Differentialrelation 
veranlasste Bewegung sich nur dann auf die Frmittelung einer 
Zentralbewegung zurückführen lässt, wenn die Bewegung eines Punktes 
z. B. xı, yı, Zı geradlinig und gleichförmig ist. Denn sind für den 
einfachen Fall einer geradlinigen, aber ungleichförmigen Bewegung 
wieder die relativen Koordinaten 5, n,& und genügt xı, Yı, zı den 


Relationen xı =(, yı =(, zı =. —- bt, so erhält man für x,, ya, Ze: 


d’x, d?E dis: dE 


—— Xo — ) == E = == .i 
A Genuss dt? "at? der’ 
d’ys _ det dr 

Ve A in at! 


r 
> 


2 95 ve 2 2 
d?Ze d’L A’zı _d a ZU); a 


di? ° de? "di? de: 

Daraus folgt aber unmittelbar, dass die Flächensätze nicht 
mehr gelten, mithin die Bewegung nicht in einer Ebene vor sich 
geht. Das Gleiche gilt, wenn die Koordinaten des Punktes xı, Yı, Zı 
die Gleichungen einer beliebigen Kurve befriedigen. 

Die Überführung von 9=S in ıy (r) wird, wie wir gesehen 
haben, mit Hilfe der Fiächensätze und des Prinzipes der lebendigen 
Kraft vollzogen. Letzteres ist aber bei Bewegungen ohne explizite 
Kräfte nur anwendbar, wenn S —= 0 ist oder unter Umständen, wenn 
es sich um relative Bewegungen handelt. Daher kommt es, dass 
durch xdx +ydy—+ zd2+(ax+by-+cz)dt—=0 keine Zentral- 
bewegung veranlasst wird. 


Zum Schlusse des Abschnittes der ebenen Bewegungen möge 
noch die Bahn eines Punktes ermittelt werden, für den die Er- 
füllung der Bedingung 

xdx + ydy-+ zdz-+ (ax + by? cz) dt =0 
vorgeschrieben ist. Aus dieser wird durch Einführung von Polar- 
koordinaten: 

do o (a cos? cos?ıy + bsin?p + c cos? sin?) dE—0. 


Nachdem das Prinzip der Flächen dt = 2 dp geliefert hat, er- 
7 


hält man als Differentialgleichung zwischen o und p: 


en — — (a cos’yp —- ß) dp, wobei 
0 
i 2 AT, 
a an ne 
Y ’% 
Be . 1 0 . ß % 
Mithin ist — I: = 7,8npcoepy —g DC 


Aus den Anfangsbedingungen folgt für c’ der Wert — —, 


dass die Polargleichung der Bahn lautet: 
nn —= osinpcosp—+ Pp-+ 2 
p Po 

Beispiel für eine räumliche Bewegung: 

Ein Punkt bewege sich so, dass seine Bahnrichtung auf der 
Tangente der Schraubenlinie eines Kreiszylinders mit dem Radius r 
stets senkrecht stehe. 

Die Gleichung der Schraubenlinie sei: 

ErTcostin Trend [ot 
Die Bedingungsgleichung wird sodann: 
I) — rsintdx + rcostdy+ cd =. 

Die dynamischen Gleichungen lauten: 


2 2 2 
II) re SL —hreost, na N 
22 zu: z (eost —— — sint z besitzt. 
Aus II lassen sich folgende Relationen ableiten: 
d’x d? 
cost —., — Sl 5% 
Im) dt dt 
c a8 — — rsint ar 
dt“ dt? 
Setzt man 
dx dy dz 
a er 


so geht I und II über in: 
I) —rsintxsı + reost ı 4 cz =, 


dxy r? B 3 
m: sint (cost xı 4 sint yı) || . cost 
1 2 

IV’) ı Rn + Be cost (cost xı 4 sint yı) .sint 
dzı 


SR a ;‚ (cost xı + sint yı). 


SIE THEMEN 


Führt man die angezeigten Multiplikationen aus und addiert 
dann die Gleichungen, so ergibt sich: 


dx, RENATE 
IV) cost Ar + sint Sa 0. 
Die Differentiation der dritten Gleichung von II’ liefert: 
BZ Pr dx, RZ ä 
Pl ers (eost te —- sınt Frar?T sınt x; 4 cost yı). 
Diese Beziehung lässt sich mit Hilfe von IV) und U’) umwandeln in: 
a 
ME. RC" 
Das Integral hievon ist: 
C 
= \ a 
Z, asın (at + 22), [ Ver 5) 
folglich z—= — “cos (a, t + a2) + as. 


a 
Für die beiden anderen Koordinaten bestehen nunmehr die 
Differentialgleichungen: 


== RN int ons (at +2), 
ze Rah ost cos (at 2,), 


welche sehr einfach zu integrieren sind. 


Hamilton’sches Prinzip, Prinzip der kleinsten Wirkung 


und Gauss’sches Prinzip des kleinsten Zwanges. 


Denkt man sich die wirkliche Bewegungskurve eines materiellen 
Punktes gegeben und den bewegten Punkt in jedem Zeitmoment aus 
seiner Lage um die unendlich kleinen Grössen dx, dy, dz verrückt, 
so erhält man eine variierte Bahn. Auf diese Weise wird zugleich 
eine punktweise Beziehung der beiden Kurven aufeinander hergestellt. 
dt bedeutet sodann die Zeitdifferenz, in der entsprechende Stellen 
durchlaufen werden. Nimmt man die Anfangs- und Endposition der 
gegebenen und variierten Bahn als identisch an, bezeichnet weiter- 
hin T die lebendige Kraft und U die sogenannte potentielle Energie, 
so erhält man nach Hölder:*) 


*) Göttinger Nachrichten 1896 (S. 122—157). 


tr 


[eraa+ an+ öU) = 


Julie) 4 rnt)n+ (en teja) 


Führt man die Variation so aus, dass die Verrückungen virtuell 
sind, so ist die rechte Seite vorstehender Gleichung nach dem 
d’Alembert’schen Prinzip Null, mithin ist auch 


Heras + (OT + SU) at 08 


Wird zu den bisherigen Voraussetzungen noch die eine hinzu- 
gefügt, dass entsprechende Stellen gleichzeitig durchschritten werden, 
so ist dt = 0 und der Ausdruck geht über in 

t, ; 
for + dU) dt = 0 (Hamilton’sches ERap. 
to t; 


Ist umgekehrt el + U) dt=0 gegeben nd der au 


gezwungen, sich den near 9,=0, 9, = 0 gemäss 
zu bewegen, so hat bekanntlich das Hamilton’sche Prinzip die Er- 
füllung des d’Alembert’schen Prinzipes zur Folge. Diese Tatsache 
bleibt auch noch bestehen, wenn die virtuellen Verrückungen 
Differentialrelationen von der Form Pdx + Qdy+ Rd - Sdtt=0O 
befriedigen müssen. Für « — 1 ist nämlich: 

dx dox dy doy dz ddz 


0 dt dt en dt dt a 


fr - -/& d.dx a ddy a dz | at 


dt dt dt dt dt dt 


Nach einer Hastielien Integration erscheint unter Berücksichti- 
gung der Voraussetzung, dass die Anfangs- und Endlagen unvariiert 
bleiben, > Resultat: 


fra=- [io Se er a 


Ferner ist U (x, Y 2 )= I % a + Ser0): 


. dt —=0, weil entsprechende Punkte che durchschritten 


ES 


werden. Für die virtuellen Verrückungen existieren noch die Be- 
dingungen: 
Pıöox + Q,dy+- Rd + Ss dt =O 
Pix + Qdy+Rdd+N%d=mO 
Multipliziert man diese beiden Gleichungen mit A, dt und 43 dt 
und addiert sie zu den vorhergehenden, so liefert das Hamilton’sche 
Prinzip: 


\ot=0 


d’y 


tı 
OU d? OU : 
= + Hr + la Pa — | + 5, +49 42052 


di? Ier+ 


OU dez 
n +AR trk&R— A 02 dt. 


Bestimmt man 4A, und A, so, dass die beiden letzten Klammer- 
ausdrücke Null werden, so muss wegen der Willkürlichkeit von dx 
auch der erste Null sein. Somit erhält man: 


d?x OU 
ea fall; 
dy? OU 
d2z OU 
dt? SE 7 Jı RB; -F /gR,. 


Daraus ergibt sich, dass unter den erwähnten Voraussetzungen 
auch im Falle nicht holonomer Bedingungen das Hamilton’sche 
Prinzip mit dem d’Alembert’schen gleichwertig ist d. h. gleichartige 
Bahnen liefert. 

Modifiziert man die ursprünglichen Prämissen dahin, dass an 
die Stelle eines gleichzeitigen Durchschreitens entsprechender Lagen 
die Annahme gesetzt wird, dass für entsprechende Zustände der 
r ÖX + d.h. dass 
die Änderung der lebendigen Kraft gleich der Arbeit ist, welche 
von den Kräften bei einer Verschiebung des Punktes [x] nach [x + dx] 
geleistet wird, so nimmt die Beziehung: 


IEE Tddt + (OT + 00) de — 0 die Form 
[ran + oray - [0 (Dat) = 8 [TAN = 0 an. 


Dies ist die allgemeinste Form des Prinzipes der kleinsten 
Wirkung. Welche Differentialgleichungen für die Bewegung werden 


nun erhalten, wenn [er dt) —= 0 und dT = dU gegeben sind und 


verglichenen Bewegungen dI = dU — 


HDD 


Anfangs- und Endlage unverändert bleiben? In diesem Falle folgt 
dx dtddx — dx ddt 


aus d se Te für OT: 
rd& ddx dy.ddy: da odz ee ) Ei ddt 
era weasn, el dt dt ) am 
7 [42:04x dy ody dz ddz m Odt 
F di. rat dt Ar nn u 


Addiert man links und rechts Tödt, so bekommt man 
.- :fdx ddx  dy.ddy. de 4 
Tı-F Tdd— FB on Todt. 
Da aber öl = - sein soll, so ergibt sich für — ddt: 
dx ddx dy ddy dz ddz 
en > | - x dt dt dt dt dt ) a 


Setzt man dies in die drittletzte Gleichung ein, so erscheint: 


S dx ddx | dyoddy , dz Er I 
fora+Toay=,[\(; A ler, Ir I m: dt+dUdt —0. 


Weil nun 
tı 
dxddx dyddy , dz = En 
Ic de ar a a de [ana + oa 


a so folgt 
for di Ted) 


02,0% OU  d?y a en 127 | 
Ile el a) 2,60 
Sind noch Bedingungen vorhanden, so hat man wohl zu unter- 
scheiden zwischen Fesselungen in endlicher Form f (x, y,z,t) =0 
und solchen, die durch Differentialrelationen gegeben sind. Im ersten 
Falle müssen die an ne s. Variation: 


ne et, +0 4 00 
IX 


genügen. 


Um dynamische Gleichungen zu erhalten, die mit denen das 
Hamilton’schen oder d’Alembert’schen Prinzipes übereinstimmen, muss 


S verschwinden, d.h. f darf die Zeit nicht enthalten. Haben dagegen 
die virtuellen Verrückungen Ausdrücke von der Form Pöx + Qöy— 
Rodz — 0 zu erfüllen, so können die P, Q, R sehr wohl explizite von 
der Zeit abhängen; man erhält trotzdem die richtigen Bewegungs- 
gleichungen. | | 


RN BP 


3 5 es BP, . m 
Sind keine äusseren Kräfte vorhanden, so ist T = 5, ur — — 


H % ty 
und fa du se dt) e> [as — 0. (Spezielle Form des 
{a to) n 


Prinzipes der kleinsten Wirkung.) 


Wesentlich anders gestalten sich diese Resultate, wenn eine 
andere Variation eingeführt wird, wenn z. B. die Forderung erhoben 
wird, dass die Koordinaten der variierten Bahn denselben Be- 
dıngungsgleichungen genügen sollen wie die Koordinaten der wirk- 
lichen. Sind z. B. die Formen p, (8, y,2,t)—=0 und 9, (x,y,2,t)—=0 
vorgeschrieben, so ist dem Postulate bei Vernachlässigung unendlich 
kleiner Grössen höherer Ordnung Genüge getan durch 


DELRS LUXE Sch Oyr 702 Oh) 
&,y2,t)-+ U 5x +32 3 +: +2 =0. 


Wenn Sr dt = ist, d. h. wenn entweder = —=( ist, wenn 


also die Bedingungen die Zeit nicht enthalten oder wenn dt — O ist, 
d. h. wenn das Hamilton’sche Prinzip angewendet wird, dann erhält 
man gleichartige Bahnen. Nicht trifft dagegen dies zu, wenn die 
unfreie Bewegung durch eine Differentialrelation bedingt ist. In 
diesem Falle würde man, falls der Einfachheit halber P, Q, R nur 
als Funktionen von x, y, z angesehen werden und S —= 0 angenommen 
wird, erhalten: 


Boy loy zz) (de td 0x) HQlx Fox, Kerody,.z 02) 
(öy+doy)+R(...) (da+ddt) — 


Bdx F-.Qdy=E Rdz -F0Rdx Fr aQdy roRdz + Paox + Q dor Hr 
Ra002=0. 


Durch Zusammenfassen und unter Berücksichtigung der ge- 
gebenen Differentialgleichung gewinnt man: 


(da + Na Ba +2, y +, 4) Ay! tr 
a MR 


Multipliziert man diese Gleichung mit 4 und addiert sie zu dem 


Ausdruck für das Hamilton’sche Prinzip Öd f (T + U) dt, so erscheint: 


N DN 


tı Be 

d: | 
pl x, 00 ee are 
to 


Ox dt Ox dt Ox dt dt? 


2Qdy.. dRdz ®rlay [at dx .a0.dy a 
at) tr - ara 


2 0) Hr (P aox + Qdoy + Rana|} =0, 


Führt man im letzten Teil A (Pdöx-+....) eine partielle Inte- 


. 1 
SEAUND aus, so verwandelt sich je (Pdödx + Qdöy + Rdodz) in 


dr. 


Fr AR). nn o2) ar 


ein 


Aus der obigen ns resultieren sodann die dynamischen 
Gleichungen: 

Ro oP dx oQ dy OR dz d (AP) 
U +2 Ox.dt 0x «- de = 


d?y OP dx :» 9Qdy 2Rdz) AAN) 
w=-Y+ıl, dt " Ddy dt  y %)- due 
deu >, dx oQ dy oR n)- A(AR)- 
ned ade RER, 


Diese Gleichungen lassen sich in anderer Gestalt darstellen, 
d(AP) 
dt 


u.s. w. ausgeführt wird. 


sobald die angezeigte Differentiation 


Es ıst nämlich 


d(aP) . „dA OB ‘dx oP dy OP ) 
dt attleat dr dt " Da de' 
analoges gilt für nn nnd Nach Substitution dieser Werte 


lauten die Bewegungsgleichungen, falls noch das Fehlen expliziter 
Kräfte supponiert oder das Prinzip von Maupertuis zugrunde ge- 
legt wird: 

x (& s-) dy .( 3.) dz dA 


dan lox oyadı 0% 2002 de 
ee | dx es da da 
die, \oy.2 0x dt oy 92) dt dt ’ 
2 d d 
ee re 
dt? Dp/ ox/d 02 oy) dt dt 


Anl 


Daraus kann ohne weiteres gefolgert werden, dass auch die 
variierte Bahn mit konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird. 
Die vorstehenden Gleichungen bilden mit Pdxx+Qdy+ Rdz=0 
zusammen die sog. „geodätischen Bahnen“ im Hertz’schen Sinn.!) 

Wann werden nun diese geodätischen Bahnen mit den wirk- 
lichen gleichartig? Dies trifft zu, wenn 

da a en. 
de : ae dee un QAR 
ist. Eine derartige Relation ist indes nur möglich, falls 
Oo En ZoR OB OR, 0 
OxXt0R OR DEIN. ,.0Z 
ist. Unter diesen Umständen ist aber auch die Integrabilitäts- 
bedingung: 
Bl OoR aR. = OP OP. 9Q 
P(- +25 vi “Eure )=0 
erfüllt, die ee besitzt ein einziges Integral f—=(. 
In diesem Falle der holonomen Bedingung fällt die geodätische Bahn 
mit der geradesten zusammen.!) 

Die vorgehenden Untersuchungen liefern nun Ak unmittelbares 
Ergebnis: Sind nicht holonome Bedingungen vorgeschrieben, so er- 
geben die beiden Variationsarten verschiedenartige Bahnen. 

Bei dieser Gelegenheit möge auch darauf hingewiesen werden, 
dass die beiden Variationen sich geometrisch versinnbildlichen lassen.?) 
Jeden Punkt x, y, z der ursprünglichen Bahn nämlich können wir 
den Träger eines Flächenelementes nennen, welches als eben be- 
trachtet werden darf. Alle diese Ebenen werden von einer ab-. 
wickelbaren Fläche umhüllt. Die mechanischen Prinzipien nun er- 
fordern virtuelle Lagenänderungen d. h. solche, die der Gleichung 
Pox+Qöy+Rdz—=0 entsprechen; daher liegt die aus dx, dy, dz 
gebildete Strecke in dem Flächenelement und somit auch auf der 
Fläche selbst. Die variierte und die wirkliche Bahn bilden zu- 
sammen ein schmales Flächenband auf der Fläche; bei der zweiten 
Variationsart dagegen trifft dies im allgemeinen nicht zu. 

Sehr einfach gestaltet sich die Ableitung der Bewegungs- 
gleichungen aus dem Gauss’schen Prinzip des kleinsten Zwanges. 
Für unsere Verhältnisse zugeschnitten sagt dasselbe aus:*) „Die 
bewegung eines materiellen Punktes, an was immer für äussere 


1) Hertz, Prinzipien der Mechanik, 1910, S. 107 u. 116. 
2, Hölder, Göttinger Nachrichten 1896, S. 143. 
*) Enzyklopädie der math. Wissenschaften, Bd. IV 1, Heft 1, S. 84. 


Beschränkungen er gebunden sei, geschieht in jedem Augenblick in 
möglichst grösster Übereinstimmung mit der freien Bewegung oder 
unter möglichst kleinstem Zwange, indem als Mass des Zwanges 
die Summe der Produkte aus dem Quadrate der Ablenkung des 
Punktes von seiner freien Bewegung in seine Masse betrachtet wird.“ 
Seine analytische Form ist: 
d?’x x eldew Van /dez Z\? 
r=n| (2) + lan) Hl a 
Dieser Ausdruck wird ein Minimum für alle Werte von x”, y”’, 2”, 
welche den Bedingungen genügen. Für x”, y”, z” bestehen (demnach 
in unserem Falle noch die Beziehungen: 
nn an 


dt 
le ar 
at win 
Multipliziert man diese Gleichungen mit u, bezw. u, und addiert 
sie zu F, so ergibt sich: 
RAAB. 
Die Maximum-Minimumsbedingungen liefern: 
nn 0, 
oder (mx”— X) + wu Pıt wP;=0, und daraus: 
ME — X Ar Bros alt An or 1), 
Analoges gilt für y” und z”. 


z’ wer P> x’ u Q: Yu 212 BR, zZ’ —0 


2. Lagrange’sche Form der Bewegungsgleichungen. 


Führt man an Stelle der x, y, z sogenannte allgemeine Koordinaten 

Pı, Pa, Ps ein, so lautet unter Annahme einer Kräftefunktion die Be- 
wegungsgleichung für die Koordinate pı: 

d En 9125, 00 ‚dp: 

dt \öpı/ Op, Op’ | } -7) 
wobei T eine homogene Funktion 2. Grades in den p’ ist und die 
lebendige Kraft darstellt. Ist keine Kräftefunktion vorhanden, sind 
aber die Kraftkomponenten nur Funktionen der’x, y, z, t, so lautet 
die dynamische Gleichung für pı: 
d {oT OT OX Oy 02 
ie | 
Sind für die Bewegung eines Punktes zwei endliche Bedingungs- 


ERS 


gleichungen vorhanden, so lässt sich nur mehr eine Koordinate als 
willkürlich annehmen. Die Form der Bewegungsgleichung für diese 
Koordinate ist eine der obenstehenden. 


Nicht mehr dagegen wird diese erhalten, wenn die Bedingungen 
durch nicht integrable Differentialrelationen ausgedrückt sind. Für 
die virtuellen Verrückungen gilt nämlich 


f of 
0x ? dpı + or Öpa + 


opı 


=D, )Ps ; 
Op3 C Ps I 
analog für dy und dz. 
Die Öpı, Opa, Ödps sind aber auch den Relationen: 
A, dpı + Bı dpa + Ci dps = O0, 
Asa OPı Se B> Opa E (a OPs = () 
unterworfen. Hieraus lassen sich z. B. dpe und dps als lineare 
Funktionen von dp, berechnen. Trägt man diese in die Gleichungen 
für dx, dy, dz ein, so ergibt sich: 
dx = Qr.dpi, dy = 2 ÖPpı, 02 = 43 OPı, 
wobei die gı, 2, gs Funktionen der pı, P,, Ps sind. 
Werden diese Ausdrücke in die Form des d’Alembert’schen 
Prinzipes substituiert, so erhält man, da dp, ganz willkürlich ist: 
d?x d?’y d’z 
RT? Tg dt? Tg 05 dt? =gXTtgYtgsZ2. 
Sötzp manch = ey z22so ER 
DESSEN, 0 ; 
OB ar 5 Opı' Try ZAcK, 7. 
Wenn nun die wirklichen ee mit den Bedingungen 
verträglich sind, so ist: 
x — pı pi’, y’ ef pr’, gu fs Die 
mithin OX’ oy’ DyA 
Acer ua N NT 
Daraus folgt, dass 


d /oT d ; ' ; d?x d?y d22 
dt KuEr lu: Bere Heer ae tn at 
rm, „de ist, oder 

d (oT 

Eee 


‚Agı ‚ dpa ‚dgs | ; 
falls x’ Mm +Yy nme rrrE R, gesetzt wird. Dieses Resultat 


AIR 


unterscheidet sich von dem früher genannten dadurch, dass R, im 


allgemeinen nicht 3 ist. Denn es ergibt sich, dass 
u 


oT a x Ey oy’ OR. 
Opı Opı Opı 
ist, folglich ist: 
oT da De RENE dıpa a We dys Qua, 
Mn e er, ) ir e Kr S DR Fi E en © 
Da nun die 1, Pe, gs Funktionen der pı, ps, ps sind, so besteht 
die Beziehung 


da On, OT 
& 2 198 
dt dpı Pı Öpe Pe -H ÖPs P3 (1 3 ) ); 


327 


während aus x’ —= gı pı’ folgt, dass . 8 pı ist. 


Vorhergehende Differenzen haben somit folgende Werte: 
dyı Ox’ dyı . 


dt opı 5 Op 12; r- DIES 18, 
dıra oy' er dıra / fa Er 
dt Tre® Op; SZ Op Pa u, O3 ['3 . 
dpa DyA oa ae Odys h 


ltlg. Opı = Opa Pu 


Diese sind aber im allgemeinen nicht gleich Null. 


Jakobischer Multiplikator. 


Der Multiplikator M hat bei der Bewegung eines unfreien 


Punktes im Falle zweier Bedingungsgleichungen bekanntlich der 
Differentialgleichung 


dp DI Ip O% 
a Dry wu) ltr en or] 


oy 
dene. OX” oy’ | ” 
N) [7 +41 = +1 Se | 
DPA 
zu genügen, wobei x’ — a N =, zZ’ — - ist. Der rechtsstehende 


Ausdruck muss ein totales Differential sein. Sind die expliziten 
Kräfte X, Y, Z von der Geschwindigkeit unabhängig, so ist | 


ROOKIE 


2) (se) e2 - Op Ow Op dw, Op dw 
re a nn Dy/ 
E: Op dw, Op Ow, dp ow 32) [37 (32) 
a DERART? ++ 
Wesentlich anders gestalten sich nun die Ergebnisse, wenn 
man an Stelle von A = fi = u.s. w. die äquivalenten Ausdrücke 
/ı Pı, Ag Pe u.s. w. setzt. In diesem Falle En 
dIgM DISS Een %(Y—+ A lı + 4203) 
a Ta / Sa 
dt ox’ Oy 
0(Z+ 4ARı + 4sR;) 
ya 


Unter Berücksichtigung der oben angeführten Prämisse über 
die Beschaffenheit der expliziten Kräfte erhält man: 
HH + HR + 

Durch Differentiation der ee Se 

PX +-Qy+ Rz’ ı=0, 

PX + Qy +Rzr’+-.=0, 
nach t ergibt sich: 
Pıx’+ Qıy’ + Rı2’ + Pı’ X + y + Rı 2? +51 =0, 
Pex’+Qsy”’—+Rez’ + P’x’+0Qry’ + Rz’ + 3’ —0. We n} 

Setzt man für x”, y”, 2” die aus den dynamischen Gleichungen 
folgenden Werte ein, so ergeben sich für A, und Aa die beiden linearen 
Gleichungen: 

)ı (Pr? + Qı?+Rı?)—+ As (PL Pe + Qı Qa+R, Rs) -++ (PX +QıY+-RıZ) 
+ (Pix + Qı’y + Ri? + Sı)=0, 

1 (Pı Pe+ Qı Qe + Rı Re) —+ Ag (Pe? + 9? + Re?) + (PX + QY+ 
RaZ) + (Pa’x’ + Qa’y’ + Ra’z’ + 3’) —=0. 

Eine partielle Differentiation dieser Gleichungen nach x’, y’, z’ 
liefert : 


04 ) - 
(Pı+ Qi’—+ Re) —- (pr: HA RuRı) 0 + Pı + u=0, 
Odı 
[p; Pe +Qı + Rıkı] m. + (Pe + + Ber) o +-Pa’ + vı=0, 
BEI SURS Or ON %, 95,’ 
wobei u, = Sr x — ser — 3 2 St erzuhen 
OP; oQı OR} % 0 
N ea 7 


op 9095’ OR?’ OD 

zer Kae X’ ni OxX’ + IX 
OP, , 0A, EL = 
OX ee ‚OX ar Sa 


ist. 
Analoges gilt für die partiellen Differentiationen nach y’ und z’. 
Oı Ode Odı Od 


.S. W. ild 
Ir u.s. w. und bildet 


Berechnet man daraus 


sodann Di ya + Pe + + + Bay 
' so ergibt sich hiefür, a man a 
DR P?—+ Qi? + Ri? PıPge + QıQ + RıR, 
_IPıPz + 010: + RıRa P,’ + Q?—+ R? 
an Pıu + Qıuz + Rıuz ne 
Pıvı + Qı va + Rı vs P5? + 05? + Rr? 
Peuı + Que + Rus Pı? + Q? + Pı? | 
Pur +Qsv +Rev PıPf+ Qıde+ RıRz 
ee ee 


Ist — 0, so ist M—=cYV4; in diesem Falle hat dann der 


Multiplikator dieselbe Form wie beim unfreien System im gewöhn- 
lichen Sinn, Dies trifft z. B. zu, wenn die P, Q, R und S nur Funktionen 
der Zeit sind. Ist nur eine Bedingungsgleichung vorhanden, so ge- 
nügt der Multiplikator der Gleichung: 

dieM I die (P?+Q-+R?) Pu + Qu + Ruz 

N. dt . PB+Q@+R 

Sind die P, Q, R, S nur Funktionen der Zeit, so hat M die ein- 
fache Form ce YP?-+-Q?-+R?. In anderen Fällen kann nur dann 
Pur + Qu; + Rus 

P2+ 02 + R? 


ein exaktes 


ein Wert von M bestimmt werden, wenn 
Differential ist. 

Beispiel: Ein Punkt soll sich so bewegen, dass die Summe der 
Flächengeschwindigkeiten S, —= yz’ — zy’ und S, — zx’ — xz’ konstant 
bleibe. Diese Forderung führt zur nicht holonomen Bedingungs- 
gleichung: zdx — zd4y+ (y—x)d—ad=(0. 

Berechnet man uı, Us, U;, so ergeben sich hiefür die Werte: 

im # ao er. | 
Pu, + Qu; + Ru; 


Der Ausdruck Loge 


geht dann über in 


ey 4 
‚da 


Dies ist aber ein vollständiges Differential und zwar von 
Be: n lg ir Jam 222]. 

Der Jakobische Multiplikator wird eine Konstante. Die Be- 
wegung ist geradlinig. 

Würde die vorhergenannte Bedingungsgleichung die allgemeine 
Form az dx +bzdy-+ (fx + cy) da+ edt = O besitzen, so müsste 
für den Fall der Existenz eines Multiplikators der Ausdruck: 


er eyenn Ds la Veeecevı XL Dilscrccy)y rlabrbo)z 2 

ein exaktes Differential sein. Die Bedingungen hiefür sind bekanntlich: 
Ö a(lx + cy) 8 bifx—+ cy) 

Oy kr -—r cy)? + (a2 + b2) ) er fe = ey) rer 2): 
D) alfx—+ cy) REN (af-+ be) z 

0% be Ir Rn ar ae (= co” rar ): 
Ö b(fx—+-cy) AR fat-the)z 

02 re —+-.cy,2-+ (a? + b2) n) won (5 + y)? + (a? +01) =) 


Für unser spezielles Beispiel ergeben sich daraus folgende 
Koeffizientenrelationen: 
a.c—=b,f; b(a +bY)=l(af+be).c; ala +bY)—=f.(af-+be). 

Da diese nicht unabhängig voneinander sind, so dürfen zwei 
der Konstanten beliebig gewählt werden, z. B. a und b; für die 
beiden anderen erhält man sodann c—= +b, f=+a. 

Das Prinzip des Multiplikators kann demnach angewendet 
werden bei: 
a«) azdx + bzdy—+ (ax + by)d2—+ edt=0 (integrable Relation); 
8) aadx +-bzdy—+ (ax — by)Jda+edt=0; 
y) aadx+bzdy+ (ax by)d+edt=0; 
do) azdx+-bzdy + (—ax — by)da--edt=(. 

Analog gestalten sich die Untersuchungen, wenn P ==f (x, y, z, t), 
Ve zieh en (x,y,2,0) und’S 4 (x, y, 2, b) ist. 

Ist es nun gelungen, ein partikuläres Integral M zu finden und 
sind alle Integrale bis auf eines bekannt, so lässt sich nach dem 
gewöhnlichen Verfahren der integrierende Faktor bestimmen.“) 


*), Jakobi, Vorlesungen über Dynamik, 1884, 14. u. 17. Vorlesung. 
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